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円の内接四角形について

兼 山理典

On inscribed quadrilaterals of the circle 

Tamafumi KANEY AMA 

Abstract 

Tak巴 npoints on a circl巴 whichdivid巴巴quallyth巴 circl巴 Choos巴 fourpoints from 

n points and make inscribed quadrilaterals of the circle. In this case， some quadrilaterals 

ar巴 congru巴ntby rotating or flipping. How many non-congru巴ntquadrilaterals ar巴

thereつInthis paper we calculate the number of non-congruent quadrilaterals 

キーワード |勾接四角形，合同

1.はじめに

円を n等分してそのうちの 4点を取り結ぶと四角形ができる. このとき色々な形の四角形がで

きるが，回転したり，裏返したりする移動で合|司であるものや合同でない四角形がある.その中

で，合同でない四角形はどの位の種類があるだろうか nの値が小さいときは簡単に数えること

ができる.n=lう2，3の時は 4点取れなLゆ〉ら四角形はない.η=4，5のときは四角形は 1とお

りであり ，n=6のときは合同でない四角形は 3とおりである.大きな nに対しでもそのような

四角形はどの位あるだろうか. ここで一般の ηに対して合|司でない四角形の個数を求めることと

する.

2. 四角形の個数と表し方

ここでは，円をn等分した点から 4点選び四角形を作るとき，合|司でない四角形は何種類ある

かを考える.η 等分点から選んでできる合同でない四角形の個数をαnとする nが小さいとき

は四角形が柿けない.間けるときは実際に数えて次のようになる.

α1 = 0，α2 = 0，α3 = 0，α4 = 1，α5 = 1うα6= 3，α7 = 4，α8 = 8，'" 

円をn等分して 4点を取り四角形を作るが，その四角形をどのように表すかが問題になる. 4 

点を取るからその 4点で四角形を表すのが良いのか，またはそのほかの方法を考えた方が良いの

であろうか. ここでは，四角形の辺がn等分のいくつ分でミあるかで，四角形を表すことにする.

※ kaneyama@gifu.shotoku.ac.jp 
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定義 2. 1 円を η等分して 4点を取り四角形を作る.

四角形 [α，b，c， d]とは，四角形のある頂点からJII員に数えて弧の長さが仏bぅc，dである四角形

を表す.合|司の四角形は等号で表すことにする.

たとえば次の図の場合

A A A 
B 

F B 

C G 

E C E 

D D E 

[1，1，1，3] [1，1，2，2] [1，2，2，3] 

左側の四角形は頂点の取り方が点Aから左回りに考えて，1，1，1， 3であるので [1，1，1う3]

と表すことにする.中央は [1，1，2ぅ2]である.右側は [1，2ぅ2，3]である.回転は最初に取る点を

変えれば良L、から，数字の順番をずらせば良い.また四角形を裏返すのは数字の順番を反対に並

べれば良い.すなわち

[1う1，1，3]= [1，1う3，1]= [1，3，1う1]= [3，1，1，1] 

[1，1う2，2]=二 [1，2，2う1]= [2，2，1う1]= [2ヲ1ぅ1，2]

[1う2，2，3]= [2う2う3ヲ1]= [2，3う1，2]= [1，3，2う2]= [3，2，2，1] =・・・

などで四角形が合同の時は等号で表すことにする.

最初に，一番短い辺が 1である場合を考える.

命題 2. 2 4辺の長さが， 1ヲα，bぅC である時合同でない四角形の数は次の通りである.

1. 1 <α <b<cのとき， 3種類.

2. 1 =α <b<cのとき， 2種類.

3. 1 <α =b<cのとき， 2種類.

4. 1 <α <b=cのとき， 2種類.

5. 1 =α <b=cのとき， 2種類.

6. 1 =α =b<cのとき， 1種類.

7.α =b=cのとき， 1種類.

証明 各々の場合について合|司でない四角形を数えてみれば良い.実際
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1. 1<α <b<cのとき， [1，α，b， c]， [1， b，α，c]， [1，α，c， b]である.

なぜならば， 1から始まるものを考えると α，b，cの順列で 6通りあるが，裏返し移動により，

数字の11出序を反対向きにすることにより，

[1， b， c， a] = [1，α，c， b]う [1，c，α，b] = [1うb，a，c]， [l，b，c，a] = [1，α， c] 

となるから 3種類である.

2. 1 =α <b<cのとき， [1，1， bぅc]， [1，1， c， b]の2種類である.

3. 1 <α =b<cのとき， [1ぅαAぅc]ぅ[1ぅ仏 c，αlの2種類である.

4. 1 <α <b=cのとき， [1，αぅb，b]， [1， bぅ仏 b]の2種類である.

5 1 =α <b=cのとき， [1，1うbうb]，[1うbう1うb]の2種類である.

6. 1 =α =b<cのとき， [1，1，1ぅc]のみの 1種類である.

7. α=b=cのとき， [1，α，αぅαlのみの 1種類である.

3. 最小辺が 1の場合

前の節の命題により，最小辺が 1の場合は， 3つの自然数αぅb，cによって合同な四角形がいく

つか決まるから， 3つの自然数民b，cの取り方を数えれば良い.

命題 3. 1 自然数nき 3に対して， α+b+c=nをみたす自然数の組 (αうb，c)は

(n-1)(n-2) 

2 

である.

これはよく知られた結果である. これを利用して，色々な場合の自然数の組 (αうb，c)の数を

求めれば良い. 111員に計算すれば次の命題の表が得られる.

命題 3. 2 自然数η 孟 6に対して， α+b+c=nをみたす自然数とする.各々の条件をみ

たす (α，bぅc)の組の数は次の表のようである.
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n nニ 6k 口二 6k+1 口 二 6k+2 叫 二 6k+3 口二 6k+4 nニ 6k+5

α，b， cの2つが同じ 9k -6 9k 9k 9k 9k+3 9k+6 

α=b=c 1 。 。 1 。 。
α， b， cが全て異なる 18k2 -18k + 6 18k2 - 12k 18k2 - 6k 18k2 18k2 + 6k 18k2 + 12k 

1 主主 α く b く c 3k2 - 3k十 1 3k2 - 2k 3k2 - k 3k2 3k2 + k 3k2 + 2k 
1=α く b<c 3k -2 3k -2 3k -1 3k -1 3k 3k 

1く α<bく c 3k2 - 6k十 3 3k2 - 5k + 2 3k2 - 4k十 1 3k2 - 3k十 1 3k2 - 2k 3k2 - k 

1く αニ bく c 2k -2 2k -1 2k -1 2k -1 2k 2k 

1く α<bニ C k-1 k-1 k k-1 k k 

1=α <b=c 。 1 。 1 。 1 

1=α =bく c 1 1 1 1 1 1 

α=b=c 1 。 。 1 。 。

この命題の表は上から 111長に計算すれば良い.その後に表の下の方を前の節の命題を使うために

|司じものを記述しである.

命題 3. 3 自然数 η 二三 6とする，円を n+l等分してその点で 4角形を作る.岐小の辺が 1

であるとき合同でない四角形の個数は
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である.

証明 前の命題で求めたαうbぅCの組の数により合同でない四角形の個数は次のようになる.

n=枇のとき 9d-6k+1=jn2-n+1 

n = 6k + 1のとき 9f-3k+1=jn2-n+; 

η = 6k+2のとき
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n = 6k + 3のとき

n = 6k +4のとき

n = 6k + 5のとき 9K2+9k+3=jn2-n+j 

よって，命題が示された.
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4. 一般の場合

前の節で最小辺が 1の場合の合同でない四角形の個数を求めたので，一般の場合を考える.最

小辺が 2以上の時は全ての辺の数から， 1を引くことにより η-4等分点の場合に帰着される.

よって

命題 4. 1 自然数 η 主主 6とする，円を n+1等分してその点で四角形を作る.合同でない四

角形の個数をαnとするとき，

αn+1 = f(n) +αn-3 

である.ただし f(n)は
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この式は α1=α2=α3=0であるから，n孟 4の時も成立する.

この結果を用いてαnの値を計算してみよう.

α4n+1 = f(4n) + f(4(n -1)) +・・・+f(8) +α5 

f(4n) + f(4(n -1)) +・・・+f(8) + f(4) (α5=1=f(4)より)

2: (4k2 - 4k + 1) 

ト(釦2-1) (η 孟 1)

α4n+2 = f(4n + 1) + f(4(n -1) + 1) +・・・+f(9) + f(5) 

2: (4k2 - 2k + 1) 
k=l 

ト(4n2+ 3n + 2) (η 孟 1)

α4n+3 = f(4n + 2) + f(4(n -1) + 2) +... + f(10) + f(6) 

2: 4k2 

ト(山)(2n+ 1) (η 孟 1)
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α4n+4 f(4n + 3) + f(4(η 1) + 3) +・・・+f(l1) + f(7) +α4 

L: (4k2 + 2k + 1) + 1 
k=l 

ト(4n2+ 9n + 8) + 1 

;(M+M+8n+3) 

j(η+刷 2+ 5n + 3) 恰 1)

これは α4= 1であるから，

α4n =ト(4n2-3n + 2) (η 孟 1)

と表せる.また， α4n十1とα4n十3は次のようにまとめられる.
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以上の結果をまとめて次の命題を得る.

定理 4. 2 自然数nとする，円をn等分してその点で 4角形を作る.合同でない四角形の個数

αnの値は

1 
α4n 言η(4n2-3n + 2) (η 孟 1)

1 
α4n+2 言η(4n2+ 3n + 2) (n孟 1)

1 
α2n+l 面(n-1)η(n + 1) (n孟 1)

である.

この定理ですべてのαnが求まるが， η の小さな値に対して少し計算してみると次のようである.

η αn n αη n αn n αn 

1 。6 3 11 20 16 72 
2 。7 4 12 29 17 84 

3 。8 8 13 35 18 104 
4 1 9 10 14 47 19 120 

5 1 10 16 15 56 20 145 
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αnの一般項が求まったが，少し複雑である. これより計算すればαnの聞の少し椅麗な関係式

が求まる.

命題 4. 3 

1.α4n+l α4n =叫n-1) 

2.α4n+2一α4n+l= n(n + 1) 

3.α4n+3一α4n+2 η2

4.α4n+4 α4n+3 = (n + 1? 

5. a，)~-L" _ a，)~-L 1 = n(n + 1) .α2n+3 α2n+l - 2 

5.五角形の場合

円を n等分して 5点、を取り，五角形を作る.合|司でない五角形の数をbnとする.

b1 = b2 = b3 = b4 = 0， b5 = 1， b6 = 1， b7 = 3， b8 = 5， bg = 9，'" 

ここでbnの値を求めてみることを考える.考え方は四角形の場合と同じであり，記号等も同

じ使い方である.

命題 5. 1 5辺の長さが， 1ヲ仏 bぅCヲdである時合|司でない五角形の数は次の通りである.

1. 1 <α <b<c<dのとき， 12種類.

2. 1 <α =b<c<dまたは 1<α <b=c<dまたは 1<α <b<c=dのとき， 6 f重実員.

3. 1 =α <b<c<dのとき， 6種類.

4. 1 <α =b<c=dまたは 1=α <b=c<dまたは 1=α <b<c=dのとき， 4種類.

5. 1 <α b = c < dまたは 1<α < b = c = dまたは 1=α <b=c=dまたは

1=α =b<c<dまたは 1=α =b<c=dのとき， 2種類.

6. 1 <α =b=c=dまたは 1=α =b=c<dのとき， U重要員.

証明 各々の場合について合同でない五角形を注意深く数えてみる.回転は数字の始める 111長を変

えれば良いし，裏返しは数字を逆順にすれば良い.実際次のようになる.
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1. 1<α <b<c<dのとき， 12種類は，

[1，αぅb，c， d]， [1ぅα，c，bぅd]， [lうb，αぅCぅd]， [1うb，c，αぅd]， [1， c，αぅb，d]， [1， c， b，仏4

[1，αうb，d， c]， [1ぅα，cぅdうb]， [1， b，α，d，c]， [1うb，c， d， a]， [1， c，α，d， b]， [1， c， b， d， a] 

2. 1 <α =b<c<dのとき 6種類は，

[1ぅαぅα，c，d]， [1，α，αうdぅc]ぅ[1，α，c，αうd]， [1，α，d，α，c]， [1，α，c， d， a]， [1， c，α，α，d] 
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[1， c， C，αうb]， [1ヲc，c， b，α]， [1ヲc，α，c，b]， [l，cヲb，c，αlヲ[1うCヲα，b，c]，[1うα，c，c， b] 

3. 1 =α <b<c<dのとき， 6種類は，

[1ぅ1，b，c，d，]ぅ[1，1ぅc，b， d]， [1う1，b， d， c]， [1， b， 1， c， d]， [1， c， 1うb，d]， [l，d，lぅb，c] 
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5. 1 <α =b=c<dのとき， 2種類は [1，α，α，a，司， [1，α，αぅd，αl
1<α <b=c=dのとき， 2種類は [1， b， bぅbぅα]， [l，b，bぅ仏 b]

1ニ α<b=c=dのとき， 2種類は [1，1，bぅbぅb]，[1， bぅ1，bぅb]

1=α =b<c<dのとき， 2種類は [1，1ヲ1ぅCぅd]， [lぅ1ぅCぅ1ヲd]

1=α =b<c=dのとき， 2種類は [1，1，1，c， c]， [1， 1ぅCぅ1，c] 

6. 1 <α =b=c=dのとき， [1，α，α，α，α]，1=α =b=c<dのとき， [1，1ぅ1，1，d] 

6.具体的計算

前の節のことより，それぞれの場合について，自然数 α，b，c， d(α+b+c+d=n) の組の数

を求めれば良い.それぞれの場合について順に計算していく.次の命題のために，四角形の場合

に計算した次の補題を用意する，

補題 6. 1 O<b<c<dう b+c+d=m(m孟 6)をみたす自然数の組p(m)は

m=  12kのとき

m = 12k+ 1のとき

m = 12k+2のとき
m = 12k+3のとき

m = 12k+4のとき
m = 12k+5のとき

12k2 - 6k + 1 

12k2 - 4k 
12k2 - 2k 
12k2 

12k2 + 2k 
12k2 + 4k 

m = 12k+6のとき

m = 12k + 7のとき
m = 12k+8のとき
m = 12k+9のとき

m = 12k + 10のとき
m = 12k + 11のとき

12k2 + 6k + 1 
12k2 + 8k + 1 

12k2 + 10k + 2 
12k2 + 12k + 3 
12k2 + 14k + 4 

12k2 + 16k + 5 

である.
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系6. 2 α=1<b<c<dぅ α+b+c+d=η (n孟 10)をみたす自然数の組は

である.

n = 12kのとき

n = 12k + 1のとき

n = 12k + 2のとき
n = 12k十 3のとき
η = 12k + 4のとき

η = 12k + 5のとき

12k2 - 14k + 4 
12k2 - 12k + 3 

12k2 -lOk + 2 
12k2 - 8k + 1 

12k2 - 6k + 1 

12k2 - 4k 

n = 12k + 6のとき

n = 12k + 7のとき
n = 12k + 8のとき
η = 12k十9のとき

η = 12k + 10のとき

n = 12k + 11のとき

12k2 - 2k 
12k2 

12k2 + 2k 
12k2 + 4k 
12k2 + 6k + 1 

12k2 + 8k + 1 

29 

なぜならば， α=1だから，0<b-1<c-1<d-1， (b-1)+(c-1)+(d-1)=n-4 

より補題 6. 1を適用する.

命題 6. 3 0 <α < b < c < d，α+b+c+d = n (n孟 10) をみたす自然数の組は

である.

n = 12kのとき
η 二 12k+1のとき

n = 12k+ 2のとき
n = 12k+ 3のとき
η = 12k+4のとき

n = 12k+ 5のとき

12k3 - 15k2 + 6k -1 

12k3 - 12k2 + 3k 
12k3 - 9k2 + 2k 
12k3 - 6k2 

12k3 - 3k2 

12k3 - k 

n = 12k + 6のとき
η 二 12k+ 7のとき

η = 12k + 8のとき

n = 12k + 9のとき
η = 12k + 10のとき

n = 12k + 11のとき

12k3 + 3k2 

12k3 + 6k2 

12k3 + 9k2 + 2k 
12k3 + 12k2 + 3k 
12k3 + 15k2 + 6k + 1 
12k3 + 18k2 + 8k + 1 

証明 0<α < b < c < d，α+b+c+d= nは O<b α<c α<d 仏 (b α)+(c α)+ 

(d一α)= n-4α，α>0と|司値である.b' = b-α，c' = c一仏d'=d-αとおくと，b'+c' + 

n-6 
d' = n-4αである n-4α主主 6より 1三二 α三二一一一この αにたいして， b'ぅc'，d'の組の数

4 

Aを前の補題を用いて求めれば良い.p(m)は補題 6. 1の関数とすると

[n ~ 6] 
A= L p(η-4α) 

であるから nについてそれぞれの場合に計算する.平11はα=3h-2う3h-1，3hの3つに分け

て計算する.

n = 12k (k孟 1)のとき

3k-2 

A = 乞 p(n-4α) 

k k-1 k-1 
= E p(12(k -h) + 8) + E p(12(k -h) + 4) + E p(12(k -h)) 

h=l h=l h=l 

ニ Ep(12i + 8) + E p(12i + 4) + E p(12i) 
i=O i=l 包=1
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k-l 

=2+乞(36i2+ 6i + 3) 

ニ 2+ 6(k -1)k(2k -1) + 3k(k -1) + 3(k -1) 

= 12k3 - 15k2 + 6k -1 

n = 12k + 1 (k孟 1)のとき

= E p(η4α) 
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A 

k-l k-l k-l 

= E p(12i + 9) + E p(12i + 5) + E p(12i + 1) 

k-l 

=3+乞{(12i2+ 12i + 3) + (12i2 + 4i) + (12i2 -4i)} 

k-l 

=3+乞(36i2+ 12i + 3) 

= 2 + 3 (k -1) (4k2 + 1) 

= 12k3 - 12k2 + 3k 

以下同様に行う

α+b+c+d=n(n孟 10)をみたす自然数の組は

12k3 - 9k2 + 2k 
12k3 - 6k2 

12k3 - 3k2 

12k3 - k 

12k3 + 3k2 

12k3 + 6k2 

n = 12k + 6のとき
η = 12k + 7のとき

n = 12k + 8のとき
n = 12k + 9のとき

n = 12k + 10のとき
n = 12k + 11のとき

12k3 - 27k2 + 20k -5 
12k3 - 24k2 + 15k -3 
12k3 - 21k2 + 12k -2 

12k3 - 18k2 + 8k -1 

12k3 - 15k2 + 6k -1 

12k3 - 12k2 + 3k 

1<α < b < c < d， 

η = 12kのとき

η = 12k + 1のとき

n = 12k + 2のとき
η = 12k + 3のとき
η = 12k + 4のとき

η = 12k + 5のとき

4 系6.

である.

命題 6. 5 α+b+c+d=n(n孟 9)

0<α =b<c<dまたは 0<α <b=c<dまたは 0<α <b<c=d

をみたす自然数の組は

かつ



である.

n = 12kのとき

n = 12k + 1のとき

n = 12k + 2のとき
n = 12k + 3のとき
n = 12k +4のとき

n = 12k + 5のとき

円の内接四角形について

18k2 - 13k + 3 
18k2 - 7k 
18k2 - 7k 
18k2 - k 
18k2 - k 

18k2 + 5k 

n = 12k + 6のとき

n = 12k + 7のとき
n = 12k + 8のとき
n = 12k + 9のとき
η = 12k + 10のとき

n = 12k + 11のとき

18k2 + 5k 
18k2 + 11k + 1 
18k2 + 11k + 2 
18k2+17k十4

18k2 + 17k + 3 
18k2 + 23k + 7 

証明 2つの同じものを h，hとして，他のものをιy(x< y)とする.x+υ=n-2hより

仇 y(x<υ)の取り方は

x+y-2 
x+yが偶数のとき， 一 2

x+y-1 
x+yが奇数のとき， 一 2一一

n -2h -2 

2 

n -2h-1 

2 

である xまたは Uとhが一致する場合は除かなければならない.hが小さいと一致する.

31 

(xぅy)= (1ぅn-2h -1)より ，n -2h -1 < hのときは一致するものがない. しかし η =4h 

の時は一致する場合は x=y=hの時であるから引かなくても良い.

また x+y=n-2比 3より h";"乎であ る

いま wの(直を， η =4kのとき w= 1，その{也のとき w=oとおく. このときょjとめる x， y 

の組の数Aは

nが偶数のとき

l午]n-2h -2 ， [千人-
A =ω+ 乞 (一一τ一一一 1)+ 乞 (一一τ一一)

~ h= [引+14

lヂ]n-2h -2 ， [乎l
ニ ω+ ど (一一τ一一一 1)+ L 1 

ム h二 l引+1

l字し一'Jh-L1 [乎1
L (:_::__うL 一二)+ L 1 

~ h= [乎]
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nが奇数のとき

[午]n-2h -1 ， [乎]，nー

A = 玄 (一一τ一一一 1)+ 玄 (一一τ一一)

ム 叶午]+1 ~ 

[午]~つh _ 1 [午1
L (:..::_弓ι一二一 1)+ L 1 

ム 叶引+1

[乎じーっし父 子]
2二(:..::_弓Lニ)+ L 1 

~ h= [平l

となる. これを具体的に計算する.n = 12kのとき

6k-2 6k-2 

A =1+乞 (6k-2 -l) + L 1 
h=l h=4k 

= 1 + (6k -2)2一(3k-1)(6k -1) + (2k -1) 

= 18k2 - 13k + 2 

以下同様にできる.

補題 6. 6 α+b+c+d=n (n孟 9)で段小のものが 1でありかっ 2つがいlじのもの，すな

わち 1=α =b<c<dまたは1=α <b=c<dまたは1=α <b<c=d

をみたす自然数の組は

n = 12kのとき 12k -6 
n = 12k + 1のとき 12k -5 
n = 12k + 2のとき 12k -4 
n = 12k + 3のとき 12k -2 

n = 12k + 4のとき 12k -3 
n = 12k + 5のとき 12k 

である.

n = 12k + 6のとき
n = 12k + 7のとき
η = 12k + 8のとき
η = 12k + 9のとき

n = 12k + 10のとき
η = 12k + 11のとき

12k 
12k + 1 

12k + 2 
12k +4 
12k +3 
12k +6 

証明 α=1であるから，b+c+d=n-1となり，四角形の場合の命題 3. 2より，結論が

得られる.

上の命題 6. 5から補題 6. 6を引くことにより次を得る.
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命題 6. 7 α+b+c+d=η (n孟 9)かっ

1<α =b<c<dまたは 1<α <b=c<dまたは 1<α <b<c=d

をみたす自然数の組は

である.

n = 12kのとき

n = 12k + 1のとき

n = 12k + 2のとき
n = 12k + 3のとき
n = 12k +4のとき

η = 12k + 5のとき

18k2 - 25k + 9 

18k2 - 19k + 5 
18k2 - 19k + 4 
18k2 - 13k + 2 

18k2 - 13k + 3 
18k2 - 7k 

n = 12k十6のとき

η = 12k + 7のとき

n = 12k + 8のとき
n = 12k + 9のとき

n = 12k + 10のとき
η = 12k + 11のとき

補題 6. 8 α+b+c+d=η(η 孟 9)で

1=α <b=c<dまたは 1=α <b<c=d

をみたす自然数の組は

である.

n = 12kのとき

n = 12k + 1のとき
η 二 12k+2のとき

n = 12k + 3のとき

n = 12k + 4のとき
η = 12k + 5のとき

6k-3 
6k-3 
6k-2 
6k -1 
6k-2 

6k 

n = 12k + 6のとき
η = 12k + 7のとき
n二 12k+8のとき

n = 12k + 9のとき
η = 12k + 10のとき

n = 12k + 11のとき

6k 
6k 

6k + 1 
6k+2 
6k + 1 

6k+3 

証明 3つの数を h， h， Xとすると， 2h+x = n-1となる.

18k2 - 7k 
18k2 - k 
18k2 - k 

18k2 + 5k 
18k2 + 5k 
18k2 + 11k + 1 
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η3  ， _ In-~I In-51 
X=η 2h-1二三 2より， 1 < h三三一一ーである. よって， h は|一τ一二 1-1=1~τ一二|個一一 2 -'_ -. -， • ~ • ~ I 瓦 I 2 I 

あり ， hを決めると zがきまる.X = hになる場合，すなわち 3h=η-1のときは 1個だけ引

いておくと命題を得る.

補題 6. 9 α+b+c+d=η (n孟 9)で 1<α =b<c=dをみたす自然数の組は

n = 12kのとき 3k -2 n = 12k + 6のとき 3k 
n = 12k + 1のとき 0 n = 12k + 7のとき 。
n = 12k + 2のとき 3k -1 n = 12k + 8のとき 3k 
n = 12k十3のとき 0 n = 12k+9のとき 。
n = 12k十4のとき 3k -1 n = 12k + 10のとき 3k十 1
n = 12k + 5のとき 0 n = 12k + 11のとき 0 

である.

n 
証明 α+c=互より明らかである.

上の 2つをまとめて

命題 6. 10 α+b+c+d=η (n孟 9)で

1=α <b=c<dまたは 1=α <b<c=dまたは 1<α =b<c=d

をみたす自然数の組は
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である.

η = 12kのとき

n = 12k + 1のとき
n = 12k + 2のとき

η = 12k + 3のとき
η = 12k + 4のとき
n = 12k + 5のとき

兼山理典

9k -5 n = 12k + 6のとき

6k -3 n = 12k + 7のとき
9k -3 n = 12k + 8のとき
6k -1 n = 12k + 9のとき

9k -3 n = 12k + 10のとき
6k n = 12k + 11のとき

補題 6. 11 α+b+c+d=n (n孟 9)で

9k 
6k 

9k + 1 

6k+2 
9k+2 
6k+3 

1<α =b=c<dまたは 1<α <b=c=dまたは 1=α <b=c=d

をみたす自然数の組は

n = 12kのとき 4k -3 n = 12k + 6のとき 4k 
n = 12k + 1のとき 4k -1 n = 12k + 7のとき 4k+ 1 
n = 12k + 2のとき 4k -1 n = 12k + 8のとき 4k 
n = 12k + 3のとき 4k -1 n = 12k + 9のとき 4k+ 1 
n = 12k+4のとき 4k -1 n = 12k + 10のとき 4k+2 
n = 12k + 5のとき 4k n = 12k + 11のとき 4k+2 

である.

証明 x， h， h， hとする hを決めると X=η -3h~ 1が決まる よって1く h壬午
In-11 In-41 

すなわち I~ー 1- 1 = I~ー|とおりあるが， X = hとなるとき，すなわち η = 4hのときは 1I 3 I I 3 I 一

つ少なく数える.よって命題の結果を得る.

補題 6. 12 α+b+c+d=η(n孟 9)かっ 1=α =b<c=dまたは 1=α =b<c<d
n-4 n-5 

をみたす自然数の組は nが偶数のとき 2 ，n が奇数のとき 2ーである.

上の 2つの補題を合わせて

命題 6. 13 α+b+c+d=n(n孟 9)で

1<α =b=c<dまたは1<α <b=c=dまたは1=α <b=c=d

または1=α =b<c=dまたは1=α =b<c<d

をみたす自然数の組は

n = 12kのとき 10k -5 n = 12k + 6のとき 10k + 1 
n = 12k + 1のとき lOk -3 n = 12k + 7のとき 10k+ 2 
n = 12k + 2のとき 10k -2 n = 12k + 8のとき 10k+ 2 
n = 12k + 3のとき 10k -2 n = 12k + 9のとき 10k+ 3 
n = 12k+4のとき lOk -1 n = 12k + 10のとき 10k+ 5 
n = 12k + 5のとき 10k n = 12k + 11のとき 10k+ 5 

である.

7. まとめ

前の節で計算した値を，命題 5. 1の 1(系 6. 4)の12倍， 2 (命題 6. 7)と 3 (系 6.

2 )の 6倍， 4 (命題 6. 10)の4倍， 5 (命題 6. 13)の2倍と 6の場合の 1倍を加えると次
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の命題を得る nが小さいときは具体的に入れてみると成立する.

定理 7. 1 1，α，b， c， d， (α+b+c+d=n主主 5)で作られる合|司でない五角形の種類は次の

通りである.

n = 12kのとき
η 二 12k+ 1のとき
n = 12k + 2のとき
n = 12k +3のとき
n = 12k十4のとき
n = 12k + 5のとき

144k3 - 144k2 + 62k -10 
144k3 - 108k2 + 38k -5 

144k3 - 72k2 + 26k -3 
144k3 - 36k2 + 14k -1 
144k3 - 14k 

144k3 + 36k2 + 14k + 1 

この結果をnに戻すとまとめて n孟 5のとき，

口 =12k +6のとき
η ニ 12k+ 7のとき
n = 12k +8のとき
n = 12k +9のとき
n = 12k十 10のとき
n = 12k + 11のとき

(n3 n 62 l d+  n 10 (nが偶数のとき)
I 12 12 

g(n) = < 
I n3 

n 59 l d+  n 9 (nが奇数のとき)
1.. 12 12 

144k3 + 72k2 + 26k + 3 
144k3 + 108k2 + 38k + 5 
144k3 + 144k2 + 62k + 10 
144k3 + 180k2 + 86k + 15 
144k3十 216k2十 122k十 25

144k3 + 252k2 + 158k + 35 

となる.よって， bn+1 = g(n) + bn-4 (n孟 5)よりbnを順に求めることができる.η の小さ

な値に士、lして少し計算してみると次のようである.

n bn n bn n bn n bn n bn η bn 

1 。6 1 11 26 16 147 21 507 26 1298 

2 。7 3 12 38 17 196 22 621 27 1534 

3 。8 5 13 57 18 252 23 759 28 1794 

4 。9 11 14 80 19 325 24 914 29 2094 

5 1 10 16 15 111 20 406 25 1096 30 2421 






