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Des matrices pour la somme des carrés

Tamafumi KANEYAMA
oo H M

Abstract

It is known every 2 X 2 integral matrix is the sum of three integral squares. So in this paper I prove that

which 2 X 2 integral matrix can be expressed as the sum of two integral squares.

Introduction

Les possibilités d’exprimer une matrice entiere pour la somme de carrés des matrices entieres sont con-
sidérées par Carlitz [1], Granville [2], Griffin et Krusemeyer [3] et Newman [5].

Newman a utilisé les fait sur GF(2) dans [5] et a prouveé que toutes 2 X 2 matrices entieres sont la
somme de trois carrés des matrices entieres. En outre il a prouveé qu’il est la meilleur possibilité.

Presque toutes 2 X 2 matrices entieres sont la somme de trois carrés des matrices entieres, je prouve dans
ce dissertation que certains 2 X 2 matrices entieres peut exprimer des matrices pour la somme de deux car-

rés des matrices entieres.

Des 2 X 2 martices entieres

a

Soit A = ( s ) une 2 X 2 matrice entiere dans M (2, Z ). Je prouve beaucoup de lemmes.

c
Lemmel Sia—d=1 (mod2) alors une matrice A peut exprimer la matrice pour la somme de deux
carrés des matrices entieres.
Démonstration: Parce que a —d =1 (mod 2), soita —d =2p +1 (p EZ) et on met
m=p+1, n=p.
Alors
m—-—n=1, m+n=2p+1,
m'—n*=2p+l=a—d.

('Z —bn)2+ (—nz—obc-i-d é)z
2 _ — 2
(cr?m-‘r—b:) b;iT+bZ>) +( ! Obc+d —nZ—Obc+d)
_ (mz—n2+d b(m—n))
c(m—n) d
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Lemme 2 Si a—d =0 (mod 2) et b est un nombre impair alors une matrice A peut exprimer la

B

matrice pour la somme de deux carrés des matrices entieres.
Démonstration: Parce que « —d =0 (mod 2) et b est un nombre impair, on suppose
a—-d=2p (pEZ), b=2k+1 (kEZ).

Met

u=p+1*+b-k)c—a.
Alors

a BY_ (p+1 b—kY 0 kY

SO A R by

_(p+D*+(b—k)(c—u) b—k uk  k
( c—u p2+(b—k)(c—u>)+(u uk+1)

Donc

a=p+1)*+b—k) (c—u)+uk

=(p+1)*+(b—k)e—ulb—2k)

=(p+1)*+Bb-kle—{p+1)*+ (B -k)c—al X1

B=b—k+tk=b,

y=c—utu=c,
S=p'+(b—k)(c—u) +uk+1
=p'+b—k)ce—ulb—2k)+1
=p'+b—k)c—1(p+1D*+(b—k)c—al xX1+1
=-2p+ta
=—(a—d)+a
=d.
cqfd.
Lemme 3 Si a—d =0 (mod 2) et ¢ est un nombre impair alors une matrice A peut exprimer la
matrice pour la somme de deux carrés des matrices entieres.
Démonstration: Parce que @ —d =0 (mod 2) et ¢ est un nombre impair, on suppose
a—d=2p (pEZ), c=2n+1 (hEZ).

Met
U:(p+1>2+b(h—c)—a.
Alors
SR AP R Y
- (<p+1) +£b—;l[))<c_h) p2+<bli;;)(c—h)) + (u: [)h[)+1)
Donc

a=p+1)*+b-v)(c—h)+ovh
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=(p+1)+blc—h)—v(c—2h)
(p+1D)*+blc—h)—{p+1)*+b(h—c)—al x1

a,

B=b—v+tv=b,

y=c—h+h=c,

S=p*+(b—v)(c—h)+vh+1
=p+b(c—h)—v(c—2h)+1
=p*+b(c—h)—{(p+1)*+b(h—c) —al X1+1

—-2p+ta

=—(a—d)+a

=d.

cqfd.
Lemme 4 Sia—d=0 (mod 4) et b, ¢ sont des nombres pairs alors une matrice A peut exprimer la
matrice pour la somme de deux carrés des matrices entieres.
Démonstration: Parce que « —d =0 (mod 4) et b, ¢ sont des nombres pairs, on suppose
a—d=4p (pEZ), b=2k c=2h(k hEZ).

Met
m=p+1, n=p—1
Alors
m—-n=2, m°—n"=4p=a-
Donc
12
(5 L) )
-n' —kh+d 0
_(m ‘+kh k(m—n)) N (—nz—kh-l-d 0 )
h(m—n) n*+kh 0 —n*—kh+d

[
(

_ (m —n'+d Zk)
(¢

)
cqfd.
Lemme5 Sia—d =2 (mod4) eta, b, ¢, dsont des nombres pairs alors une matrice A peut exprimer
la matrice pour la somme de deux carrés des matrices entieres.

Démonstration: Parce que a —d =2 (mod 4) et b est un nombre pair, on suppose

a—d=4p+2 (p<Z), b=2k (kEZ).
Met

u=2(p+1)*+b-k+ 1)———.
Parce que a, ¢ sont des nombres pairs, # est un nombre entier.

Alors
_ 2 R
(7 5) =22 00+ 6 ')
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:(4<p+l>2+(b—k+1)(c—u> b—k+1 )
c—u Cp+1)*+b—k+1)(c—u)
u(k—1) k-1
+( u u(k—1)+l)

Donc
a=4(p+1)*+ b—k+1) (c—u) +ulk—1)
=4(p+1)*+ b —k+De—ulb—k+1-k+1)
=4(p+1)*+ (b —k+1c—2u
=4(p+1)*+b—k+1)c—4p+1)*+ B —k+1)c—al
—a.

B=b—k+1+k—1=0b,
y=c—utu=c,
8=p+1)+b—k+1D) (c—u)+ulk—1)+1
=2p+1)*+ b—k+Dc—ub—k+1-k+1)+1
=2p+1)'+b—k+1)c—2u+1
=2p+1)*+b—k+Dc—{4(p+1)*+ (b—k+1)c—al +1
=—4p—2+a
=-(a—d)+a
=d.
cqfd.
Le lemme suivant a été prouvée essentiallement par Granville [2].
Lemme 6 Sia—d =2 (mod4) alors une matrice A peut exprimer la matrice pour la somme de trois
carrés des matrices entieres.
Démonstration: Parce que « —d =2 (mod 4), on suppose
a—d=4p+2 (pEZ).
Met
u=d—bc—1-(2p+1)~
Alors
2 4 2 2
(0 (75" gan)* (0 o)

:(bcc bci1)+(<2p52>2 (2p(-)i-1>2)+(g 8)

a (bc+<2pc+2>2+u bc+1+(§p+1)2+u)
(d+4cp+2 Z)

- (¢ 2)

cqfd.
Lemme 7 Sia—d=2 (mod4) eta, dsont des nombres impairs et b, ¢ sont des nombres pairs alors

une matrice A ne peut pas exprimer la matrice pour la somme de deux carrés des matrices entieres.
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Démonstration: Parce que « —d =2 (mod 4), on suppose a —d =4p +2 (pEZ).
Parce que
atd=a—-d+2d=4p+2)+2d=22p+1+d)
et d est un nombre impair, on pout supposer a +d =4q (¢EZ).
Donc on suppose que la matrice A est exprimée la matrice pour la somme de deux carrés des matrices
entieres X et Y. Alors
A= (“ b) =X*+Y" (1)
c d
Soient th=tr(X), di=det(X), t:=tr(Y), do=det(Y) tels que
X'=uX—dl, Y'=tY —dl

ol / est la matrice identité.

Alors
(a b) =nX —dil +Y —dI,
c d
b a+d1+d2 b
zx+t.Yz(“ )+d+d1=( ) 2
' ’ c d (di+d.) c d+d+d @

Prenant trace des deux cotés, on a

f+i=(a+d)+2(d+d). (3)
11 suit d’apres le (3) que comme a +d =4q, t, et t. sont les nombres impairs ou sont les nombres pairs.
Si 11 et 1, sont les nombres impairs, soient 1 =2k + 1, =2k + 1 (k1, EZ ).
Alors

(2k+1)°+ Qe+ 1)*=a+d +2(di+d>),

d+d:=2(K+k+k+k—qg)+1.

Donc d, + d» est un nombre impair. D’aprés le (2), on a

hX +ny = (8 8) (mod 2).
Parce que 1 et £, sont des nombres impairs, on a
X =Y (mod 2),
X*=Y*(mod 2).
Ce dit que
(48] 18 3) tmoz

Ceci est en contradiction avec a, d sont des nombres impairs.

Si 1, et £, sont des nombres pairs, soient £, = 2k, £.= 2k, (ki, EZ ). Alors
di+Ak=a+d +2(d+d),
ditd:=2(k+k—q).

Ce dit que d, + d- est un nombre pair.

Parce que # et %2 sont des nombre pairs, on a

00
00

Parce que a, d sont des nombres impairs, b, ¢ sont des nombres pairs et d + d: est un nombre pair, on a

nX +nY = (mod 2). (4)
(o o)
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(a+d1+dz b )

(1 0
c d+d+d,

0 1) (mod 2).

Ceci(4), (5)sont en contradictions avec (2) et achieve le démonstration du lemme.

Tout de suite nous rassemblons touts les lemmes, on a le théoréme suivre.

Théoreme SoitA = ( “ Z ) une 2 X 2 matrice entiere dans M (2,Z ). Alors
c

cqfd.

1.Sia—d=2 (mod 4), et a, d sont des nombres impairs et b, ¢ sont des nombres pairs alors une matrice

A ne peut pas exprimer la matrice pour la somme de deux carrés des matrices entieres. Mais peut

exprimer la matrice pour la somme de trois carrés des matrices entieres.

2. Sinon une matrice A peut exprimer la matrice pour la somme de deux carrés des matrices entieres.
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